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Grupa Liego

Pojecie ogdlne

Grupa Liego G jest rézniczkowalna rozmaitoscia wyposazona w strukture
grupy dzieki odwzorowaniu:

w: GxG — G; (g, h) — gh;
oraz przeksztatceniu odwrotnemu:

1.

1:G— G, g—g

bedacymi funkcjami klasy C*°. Jesli odwzorowanie 4 jest przemienne —
grupe nazywa sie abelowa.
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Grupa Liego

Przyktad

Niech V bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenig wektorowa nad R.
Operacja grupowa jest dodawanie wektoréw, natomiast elementem
odwrotnym do x niech bedzie wektor -x. Zaréwno p(x,y) = x + y jak i
I(x) = —x s3 klasy C*°. Wéwczas (V, +) jest abelowa grupa Liego
(izomorficzng z R", gdzie n = dim(V)).
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Algebra Liego

Algebra Liego L(V) nad ciatem K (o charakterystyce 6 # 2) nazywamy
strukture algebraiczng (V, [-,-]) ztozona z przestrzeni wektorowej V nad K
oraz dwuliniowego odwzorowania [-,-]: VxV — V zwanego nawiasem Liego
(komutatorem) o wtasnosciach:

e VX eV:[X X]=0,

o VX, Y € V: [X,Y] +[Y,X] =0, (Antysymetria)

e VX,Y, Z e V: [X,[Y,Z]] +[Y,[Z,X]] + [Z, [X, Y]] =0, (Tozsamosé

Jacobiego)

Dzieki dwuliniowosci: Ve,v € K i X,Y,Z € V : [eX,7Y,Z] =
e[X, Z] + 7Y, Z], [X,eY +~vZ] = ¢[X, Y] + v[X, Z] pierwsze dwa warunki
s réwnowazne.
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Bazy wolnej algebry Liego

Algebra Liego jest rozpieta przez zbiér generatoréw i wszystkich mozliwych
komutatoréw tych elementéw. Podzbiér elementéw niezaleznych tworzy
baze algebry Liego. Sformutowanie wolna oznacza, ze zada sie
niezalezno$ci pomiedzy generatorami oraz ich potomkami
(wygenerowanymi nawiasem Liego), ktére nazywamy jednomianami Liego.
Zachowane s3 jedynie aksjomaty antysymetrii i tozsamos$ci Jacobiego
(poprzedni slajd). Dla jednomianéw Liego wprowadzamy pojecie stopnia i
warstwy. Stopien jednomianu Liego jest zdefiniowany rekurencyjnie:

deg(A) jesli A jest generatorem
deg([A, B]) = deg(A) + deg(B) dla ztozonych jednomianéw Liego
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Baza Ph. Halla

W poszukiwaniu bazy wolnej algebry Liego, wtasno$¢ sko$nej symetrii i
tozsamos$¢ Jacobiego powinny byé automatycznie wykorzystane do
eliminacji zaleznosci miedzy kolejnymi wygenerowanymi jednomianami
Liego. Te ceche zapewnia algorytm generacji bazy Ph. Halla, H, ktéry
polega na wyborze jednomiandéw Liego zgodnie z nastepujacymi regutami:
e BieH,i=1,---,m
o Jezeli deg(B;) < deg(B;) wtedy B; < B; w bazie H
e [Bi, Bj] € H wtedy i tylko wtedy gdy:
a) B;, BJ' cHi B < Bj w bazie H,
b) albo Bj = By dla pewnego k =1,---,m,
albo B; = [By, B;] dla pewnych B;, B, € Hi B; < [B;, Bj] w bazie H
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Baza Ph. Halla

Przyktad

Przyktad

Baza Halla o trzech generatorach A,B,C do warstwy trzeciej wtacznie jest
nastepujaca:

Wi :AB,C

W5 : [A,B], [A, C],[B, C]

Ws [A[A,B]],[A[A,C]],
[B[A.B]],[B[A,C]].[B[B,C]].[C[A,B]].[C[A,C]].[C[B,C]]
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Kombinatoryczne bazy algebry Liego

Pierwsza z prezentowanych baz — Ph. Halla, konstruuje kolejne elementy
bazy z elementéw bazowych juz powstatych, stosujac ewentualnie pewne
kryterium eliminacji. Inne konstrukcje baz wolnej algebry Liego nalezace do
Lyndona czy Shirshova, wywodza sie z kombinatoryki.

W metodach generacji tych baz najpierw definiuje sie pewien alfabet (jego
moc jest réwna liczbie generatoréw bazy), stosuje algorytm tworzenia stéw
nad tym alfabetem, a pdzniej stosuje przepis zamiany wybranych stéw na
nawiasy Liego.

Miron Nowak Kwantowy oscylator harmoniczny 8/15



Kombinatoryczne bazy algebry Liego

Do opisu kombinatorycznych baz beda wykorzystane nastepujace definicje:

@ Zbiér wszystkich uporzadkowanych liter nazywamy alfabetem i
oznaczamy jako H.

@ Stowo jest sekwencja liter (av, - -+ , ), zwykle zapisywanych jako

Qi - -« | moze byé zastgpione pojedynczym symbolem v = a1 - - - ap
e Dtugosc stowa u, oznaczana jako |u, jest réwna liczbie liter w stowie.
@ AP oznacza zbiér wszystkich stéw nad alfabetem A.

@ Struktura ztozona ze zbioru AP oraz operacji konkatenacji moze by¢
traktowana jako pétgrupa.
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Baza Lyndona

Niech dany bedzie uporzadkowany alfabet A. Odwrotny porzadek
leksykograficzny na zbiorze AP zdefiniowany jest nastepujaco:
u < v to réwnowazne co:

albo (i) v = fu dla pewnego f € AP
albo (ii) u = fxw, v = gyw, x<yx,yeAf gecAP

Stowo w € AP jest odwrotnym stowem Lyndona wtedy i tylko wtedy, gdy
jest mniejsze od wszystkich swych lewych sktadnikéw.
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Baza Lyndona

Niech IL oznacza zbiér stéw Lyndona, wtedy stowo b € L, gdy spetnia:

albo b€ A czyli b jest litera
albo b=ml I<mmlel

Dla najdtuzszego stowa m spetniajacego powyzsza wtasnos¢ para
(m, 1) = sf(b) to standardowa faktoryzacja b. Kazdemu odwrotnemu
stowu b € LL przypisuje sie odpowiadajagcy mu jednomian Liego Ap:
Ap=b jesli be A
Ap = [Am, Al I < m jesli sf(b) = (m,])

Rodzina {Ap | b € L} jest baza (odwrotna baza Lyndona) w przestrzeni
jednomiandw Liego.
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Baza Shirshova

Niech A bedzie uporzadkowanym (relacja <) alfabetem. Rozszerzenie
porzadku dla wszystkich stéw jest nastepujace:

uxv < uyw i u > uv dla wszystkich u,v,w € AP, x,y € A takich, ze x <y

Niech teraz F bedzie zbiorem stéw w = « - - - vy $ci$le wiekszych (zgodnie
z relacja <) od wszystkich swych cyklicznych przesunieé, ktére sa
zdefiniowane w nastepujacej postaci aji1---pay -, i=1,--- n—1
Lemat Shirshova stanowi, ze kazde stfowo w jest niemalejacym iloczynem
(konkatenacja) stéw z IF

W:f]_"'fani,"',fneFif]_g'*~<fn

a wtedy:

m(w) = [7(h), [x(£),[-- [7(f), ]}

Miron Nowak Kwantowy oscylator harmoniczny 12 / 15



Baza Shirshova

Wazne

Jakkolwiek sposéb definicji baz Shirshova i Lyndona s3 rézne, to elementy
bazy algebry Liego powstate z zastosowania algorytméw Shirshova i
Lyndona s3 identyczne.

Z tego powodu wymienione bazy s3 czasem traktowane jako jedna i
nazywane wspdlnie baza Lyndona-Shirshova. Baza Shirshova nazywana
jest takze czasem baza Chena-Foxa- Lyndona.
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Podsumowanie

@ Pierwsza baza wolnej algebry Liego pojawita sie w pracach Ph. Halla z
1930 roku - najczesciej wykorzystywana przez robotykéw,

@ Nastepnie powstaty bazy Lyndona i Shirshova,

o Wybdr definicji algebry wptywa na sposéb jej konstrukcji i
implementacje.

@ Oprocz zalet implementacyjnych, wybér innej bazy niz Halla np. bazy
Lyndona moze oferowac dodatkowe atuty:

Zalety bazy Lyndona

@ operacja na stowach wymaga mniej pamieci komputera,
@ operacje na nawiasach Liego moga by¢ mniej kosztowne obliczeniowo,

@ najwiekszy mnoznik po operacji nawiasowania jest natychmiast
nawiasem Liego z zachowaniem kolejnosci wystepujacych symboli.
W bazie Lyndona zatem od razu otrzymujemy najwiekszy jednomian
Liego tworzacy dany nawias, natomiast jego wyliczenie w bazie Halla
jest kosztowne.

v
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Dziekuje za uwage!
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